
CHAPITRE IV : NOYAUX CAPACITAIRES 

Au premier paragraphe, on @tudie, sous le nom de noyaux capacitaires, 

les applications de ~(E) dams ~(F) ayant les propri~t~s fondamen- 

tales des projections, et on montre que ces applications sont 

des calibres. Le troisi~me paragraphe est consacr~ ~ une extension 

de ces notions. Au second, on @tablit des proprmetes remarquables 

reliant les sche~mas de Souslin et les noyaux capacitaires. Enfin, 

on donne dams le quatri@me des compl@ments dams le cas abstrait. 

i.- NOYAUX CAPACITAIRES 

i DEFINITION.- U__nn noyau capacitaire de E dams F est une application U 

d__~e @(E) dams @(F) satisfaisamt les conditions suivamtes 

a) s_~i f~ g, alors Uf~Ug 

b) s_~i (fn) est une suite croissamte, on a U(sup fm ) = sup Uf n 

s 

c) __si (gn) est une suite decrolssante de fonctions s.c.s., on a 

U(inf gn) = inf Ugn 

d) si g est s.c.s., la fonction Ug est analytique. 

S_~i, de plus, Ug est s.c.s, quand g est s.c.s., nous dirons que U est 

• ° 

un noyau reguller. 

REMARQUES.- i) Si D est un espace loca!ement compact ~ base d@mom- 

brable, on suppose de plus dams c) et d) que les fonctions s.c.s. 

sont ~ support compact. On peut alors prolonger U au compactifi~ 

E = DU[~] en posant Uf = +~ si f(~) ~ 0. 
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2) si le noyau U n'est d@fini que sur les parties de E, on peut 

le prolonger aux fonctions en posant, si UI~ = 0 et UI E est finie, 

Uf = JUl[f~t ] dt = JUl{f~t ] dt et, si UI E n'est pas finie, 

en combinant ce proc$d6 avec un "Arc tg" . 

On peut encore formuler la deflnltmon d'un noyau capacitaire de 

la mani~re suivante 

2 DEFINITION.- Un noyau capacitaire de E dans F est une application U 

d_~e ~(E) dans @(F) satisfaisant les conditions suivantes 

a) pour tout yeF, la fonction f ~ U(y,f) est une capacit6 sur E 

(o~ U(y,f) d~signe la valeur de la fonction Uf au point y) 

b) pour toute fonction s.c.s, g sur E, !a fonction y ~ U(y,g) 
i 

est analytique sur F. S_~i~ de plus, cette fonction est s.c.s., 

le noyau est dit r~gulier. 

• ° 

Nous omettrons desormams l'adjectif "capacitaire" lorsqu'il n'y 

aura pas d'ambigu~t~ possible. 

i . 

3 EXEMPLES.- i) Une capacit~ est un noyau reguller ~ valeurs dans 

les fonctions constantes 

2) Soit h une fonction monotone croissante et continue sur~+ : 

!'app!ication qui ~ f6~(E) associe hof~(E) est un noyau r~gulier 

• ° 

3) Une projection est un noyau regulmer 

~) Plus g$n@ralement, soit ~ une application continue de E dans F. 

L'application "image directe" A ÷ ~(A) est un noyau r@gulier 

o . .  . • 

(que l'on peut prolonger aux fonctions par le procede indlque ci- 

dessus : si ~ est une projection, on retrouve notre d4finition 

de la projection d'une fonction). Et l'application "image r~ciproque" 
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A ~ ~-I(A) est @galement un noyau reguller. Si l'application ~ est 

seulement borellenne, on obtient encore des noyaux, non regullers. 

5) Soient ExF un produit, et G une partie comp~cte de ExF. 

L'application qui ~ une partie A de E associe la projection 

de G n (AxF) sur F est un noyau r~gulier (que nous avons d@j~ vu 

au n.20-5) du chapitre ii) 

6) Soient ~i et ~2 les projections de ExE sur E. Les applications 

suivantes sont des noyaux r@guliers de ExE dans E : 

i) f ~ sup (~if,~2 f) ii) f ~ inf (~if,~2 f) iii) f ~ ~if+~2 f 

iv) f ~ ~if.~2 f (si f est un produit tensoriel (flxf2), on retrouve, 

"~ pe~ pros", le sup, l'inf, la somme et le produit de fl et f2 ). 

Enfin, l'application f ~ (~ifxw2 f) est un noyau de ExE dans ExE. 

7) Soit U un noyau (positif) au sens de ia th$orie de la mesure, 

i.e. une application de @(E) dans @(F) telle que 

i) pour tout y~F, l'application f ~ U(y,f) est l'int@grale sup@ri- 

eure associ~c ~ une mesure sur E 

ii) pour toute fonction bor~lienne f sur E, la fonction y ~ U(y,f] 

• ° 

est borelmenne sur F 

Alors U est un noyau capacitaire, rSgulier s'il est fellerien 

(i.e. si Uf est une fonction continue lorsque fest continue). 

8) Soit E un ensemble convexe compact dans un espace vectoriel 

localement convexe et m@trisable. Une fonction f sur E est dite 

concave si, pour tout xcE et toute mesure ~ sur E de barycentre x, 

on a If d~ ~ f(x). On peut montrer que l'application qui ~ une 

fonction f sur E associe la plus petite fonction concave Uf qui la 

majore, est un noyau r~gulier (cet exemple, empr~nt$ ~ MOKOBODZKI [ ], 

est reli~ au th@orSme de representation int~grale de Choquet). 



4 THEOREME.- Tout noyau capacitaire est un calibre• 

DEMONSTRATION.- Soit U un noyau de E dans F : nous supposerons U 

d~fini seulement sur les parties de E, puisque nous nous sommes 

limit@s ~ ce cas pour les calibres, mais ce n'est pas une restric- 

tion s6rieuse. Le noyau U v~rifie la condition a) du n.7 du 

• . ° 

chapitre III; il verlfle aussi b) d'apr~s le th@or~me de Choquet. 

Verlfmons enfin c). Desmgnons par dune distamce sur ~(E) compatible 

avec sa topologie, et par (Lm) une suite de compacts de E telle 

que les L c forment une base d'ouverts de E stable pour (@f) : 
n 

tout compact de E est la limite (au sens ensembliste et au sens 

de la topologie de ~(E)) d'une sous-suite dgcroissante de (Ln). 

Posons alors, pour tout entier m, tout y~F et tout K~K(E), 

Um(Y,K) = sup U(y,Ln), L n inclus dans la boule de centre K et de 

rayon I/m de ~(E). Pour m flxe, l'application (y,K) ~ Um(Y,K) est 

analytique : en effet, pour tout t ~ 0, on a 

Um(Y,K)~t 6, ~n d(Ln,K)~i/m et U(y,Ln)~t 

et donc [(y,K) : Um(Y,K) ~ t) est [p(GNA)]j = ~. Pour achever 

la d~monstration, il suffit de montrer que U(y,K) = ~  Um(Y,K) 

pour tout y~F et tout K~K(E)._ Et cela r~sulte alsement" " de la conti- 

nuite ~ droite de la fonction K ~ U(y,K), pour y fmxe, et du fait 

• ° 

que tout K~(E) est la limite d'une sous-suite decrolssante de (Ln). 

• % 

Etant donn~ le theoreme 9 du chapitre III, on a alors 

5 COROLLAIRE.- Soit U un noyau capacitaire de E dans F. S_~i f est 

analytlque sur E, alors Uf est analytique sur F. 

Nous verrons une autre demonstratmon de ce r~sultat au paragraphe 

suivant. 
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Nous avons d~fini les noyaux sur les fonctions (et non seulement 

sur les ensembles, comme pour les calibres), pour avoir la possi- 

bilit~ de composer des noyaux. Le th@or~me suivant est trivial; 

il est neanmolns important 

6 THEOREME.- Soient U un noyau capacitaire reguller de E dans F 

e_~t V un noyau capacitaire de F dans G. L'application compos@e VoU 

est alors un noyau capacitaire de E dans G, r@gulier si V l'est. 

REMARQUE.- Si le noyau Vest tel que V(inf fn ) = inf V(f n) 

pour toute suite decromssante de fonctions analytiques bornees 

(ce qui est le cas, par exemple, si Vest un noyau au sens de la 

th@orie de la mesure), alors VoU est encore un noyau m~me si U n'est 

pas r@gulier, du moment que UI E est born~e. 

7 COROLLAIRE.- Soit U un noyau capacitaire de E darts F. S_~i f est 

universellement capacitable sur E, alors Uf est universellement 

mesurable sur F, et universe!lement capacitable si U est r@gulier. 

DEMONSTRATION.- Quitte ~ remplacer U par (Arc tg)aU , on peut 

supposer UI E born~e. Alors, si ~ est une mesure sur F (resp une 

• J 

capacitY, si U est r@gulier), ~oU est une capaclte sur E. On a 

donc ~[Uf] = sup ~[Ug], g s.c.s., g~ f. Mais Ug est analytique 

pour g s.c.s., et donc universellement mesurable (resp universel- 

lement capacitable), et donc ~[Uf] = sup ~(h), h s.c.s., h~Uf. 

Ii est alors clair que Uf est },-mesurable (resp ~-capacitable). 

REMARQUE.- Pour apprecmer ce r6sultat, il faut se souvenir que 

les ensembles universellement mesurables ne sont pas stables en 

g@n6ral pour les images directes par des applications continues. 

Ainsi, si l'on renforce les axiomes habituels de la th~orie des 
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ensembles en ajoutant l'axiome de "constructmblllte" de Goedel, 

il existe une fonction de [0,i] dans [0,i], dont le graphe 

est le eomplementalre d'un ensemble analytique dans [0,1]x[O,l] 

(et donc universellement mesurable), telle que l'image de [0,I] 

par cette fonction (soit encore, la projection de son graphe sur 

le second facteur) ne soit pas mesurable pour la mesure de Lebesgue. 

Enfin, on peut ~tendre des noyaux comme nous avons @tendu les 

calibres 

8 THEOREME.- Soient Gun espace et U un noyau capacitaire de E dans F. 

Posons, pour toute fonctiom f sur ExG et tout (y,z)EFxG, 

~[(y,z),fl = ~(y,~z ) 

o~ fz d@signe la fonction x ~ f(x,z). L'application ~ de @(ExG) dans 

@(FxG) ainsi d@finie est un noyau capacitaire de ExG dans FxG, 

reguller si U est reguller. 

DE~MONSTRATION.- !i est clair que, pour (y,z) fix~, la fonction 

f ~ ~[(y,z),f] est une capacit~ sur ExG. Ii reste ~ verlfler• " " que, 

pour g s.c.s.sur ExG, la fonction (y,z) ~ ~[(y,z),g] est analytique, 

et s.c.s, si U est r@gulier. Mais c'est ce que nous avons fait 

au n.lO du ehapitre Iii. 

9 COROLLAIRE.- Soit U un noyau capacitaire de E dans F. Posons, 

pour route fonction f sur ExF et tout yeF, 

L'application U ainsi d4finie est un noyau capacitaire de ExF 

dans F, r@gulier si U est r@gulier. 

Voici une application ~ un exemple (que l'on peut traiter plus 

simplement) : soit dune distance sur E compatible avec sa topologie 
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Posons, pour toute partie A de E, U(x,A) = e -d(x'A) : U est un 

noyau r~gulier de E dans E (l'exponentielle servant ~ inverser 

les propriSt~s de monotonie de d). Donc, si A est analytique dans 

ExF, la fonctlon (x,y) + e -d(x'A(y)) est analytique, et l~ensemble 

[(x,y) : d(x,A(y))~ t] est analytique pour tout t~ 0 : pour t = O, 

on retrouve le fait que l'adh@rence fine d'une partie analytique 

de ExF est analytique (cf le n. 17-1) du chapitre I). 

2.- SCHEMAS DE MOKOBODZKI 

D'abord, quelques rappels sur les sch@mas de Souslin. Nous d@signons 

par S (resp Z) l'ensemble des suites finies (resp infinies) d'entiers 

Sis est un element de Set tun element de Sou de Z, la notation 

"s~t" signifie que t commence par s, et tl,t2,.., deslgnent les 

termes successifs de la suite t. Un schema de Souslin sur un 

ensemble @ de fonctions sur E est une application s ~ fs de S dans 

telle que fs>~f t pour s,t, et on appelle noyau du sche'ma s-~f s 

la fonction f = sup ( inf f ). Nous avons vu au chapitre I que 
~ s<a- s 

toute fonction analytique est le noyau d'un sch@ma sur l'ensemble 

• iv des fonetions s.c.s, et que tout noyau d'un schema sur ensemble 

des fonctions analytiques est encore une fonction analytique. 

J 

i0 DEFINITION.- Un sch@ma de Souslin s ~ f sur l'ensemble des 
s 

fonctions s.c.s, est appel@ un sch4ma de Mokobodzki si l'on a, 

pour tout noyau capacitaire U d__ee E dans un espace F, 

~[ sup ( inf ~ )] = sup ( inf ~ ) 

L'application s ~ Uf s est un schema de Souslin sur l'ensemble 

des fonctions analytiques sur F, que nous appellerons image du 
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11 

12 

schema s ÷ f par le noyau U. 
S 

Nous  a l l o m s  m o n t r e r  q u e  t o u t e  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  e s t  l e  n o y a u  

d'un schema de Mokobodzki. Nous ~tabliroms d'abord la proposition 

f a c i l e ,  m a i s  i m p o r t a n t e ,  s u i v a n t e  

TH~0REME.- L'ima~e d'un schema de Mokobodzki par un noyau capacitaire 

• o 
r e g u l z e r  e s t  e n c o r e  u n  s c h e m a  de  M o k o b o d z k i .  

DEMONSTRATION.-  S o i e n t  s ÷ f u n  s c h e m a  de  M o k o b o d z k i ,  U u n  n o y a u  
S 

s ° 
reguller de E dans F et V un noyau de F dans G. Comme W = V~U est 

un m o y a u  de  E dams  G, on  a 

sup ( inf Wf ) = VoU[ su (inf f )] = V[ sup ( inf Ufs)] 

I 1  e s t  a l o r s  c l a i r  q u e  s ~ U f  s e s t  u n  s c h e m a  d e  M o k o b o d z k i .  

p ~ 

THEOREME.- Toute fonction analytique est le noyau d'un schema 

d e  M o k o b o d z k i .  

DEMONSTRATION.-  T o u t e  p r o j e c t i o n  ~ t a n t  u n  n o y a u  c a p a c i t a i r e  r e g u l l e r ,  

il suffit de de~ontrer, d'apr~s le th~or~me precedent," • que toute 

i °  ~ r  . 

f o n c t i o n  b o r e l l e n n e  e l e m e n t a z r e  e s t  l e  n o y a u  d ' u n  s c h e m a  d e  

f .  o o  ° 
M o k o b o d z k i .  S o i t  f u n e  f o n c t i o n  b o r e L e n n e  e l e m e n t a z r e  s u r  E : 

i l  e x i s t e  u n e  s u i t e  d e e r o z s s a n t e  ( f m ) ,  e t  p o u r  c h a q u e  e n t i e r  m, 

u n e  s u i t e  c r o i s s a n t e  (f~n) d e  f o n c t i o n s  s . c . s ,  t e l l e  q u e  l ' o n  a i t  

f = i n f  fm e t  fm = s u p  fm.  N o u s  a l l o n s  r e p r e n d r e  l e  s c h e m a  d e  
n 

S o u s l i n  du  p a r a g r a p h e  3 du  c h a p i t r e  I ,  e t  m o n t r e r  q u e  c ' e s t  u n  

s c h e m a  d e  M o k o b o d z k i .  P o s o n s ,  p o u r  t o u t e  s u i t e  f i n i e  s = S l , . . . , s  k , 

f s  i n f  ( f ~ l  f 2  f k  ) : l ' a p p l i c a t i o n  s ~ f e s t  u n  s c h e m a  
= ' s 2' "'" ' s k s 

de  S o u s l i n  s u r  l e s  f o n c t i o n s  s . c . s . ,  d e  n o y a u  @ g a l  ~ f .  S o i t  

maintenant U un noyau capacitaire de E dans F, et deszgnons par g 

l e  m o y a u  du  s c h e m a  i m a g e  s ~ U f  s : n o u s  a l l o n s  m o n t r e r  q u e  g = U f .  
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D'abord, on a g<Uf : en effet, pour tout ~eE, U( inf fs ) = inf Uf 

(cf n.l-c)) et donc Uf = U[¢su~ < inf fs>] >/ sup U< inf f ) = g 

puisque U est croissant (cf n.l-a)). Ii nous reste ~ montrer 

• f 

que g~Uf. Pour yeF flxe, la fonction ly(.) = U(y,.) est une capacit~ 

sur E (cf n.2-a)) : reprenons alors la demonstratmon du theoreme 

de Sion (cf n.~ du chapitre II). Pour t~ 0 fix~ tel que ly(f)> t, 

il existe aaZ telle que l'on ait, pour tout entier k, 

Iy[ inf (foll,f2~2, . fk 
• . , Ok)]~t 

Par consequent, on a 

= = inf fs ) ~ t inf fs ) ly( $•a- g(y) ~ inf U(Y,fs) U(y, ~r 

Ii est alors clair quel'on a g(y)~U(y,f), d'o~ la conclusion• 

t REMARQUE.- Pour demontrer l'ine'galite" g~Uf, nous n'avons utilise s 

que les propri$tSs a) et c) du n.l. En examinant de plus pros 

la fin de la demonstratlon, on peut voir que l'inegallte g~Uf est 

s . • • 
consequence des seules proprmetes a) et b) du n.l. 

Nous obtenons ainsi une nouvelle demonstratlon du theoreme 5 

13 COROLLAIRE.- Soit U un noyau capacitaire de E dans F. S~i f est une 

fonetion analytique sur E, alors Uf est analytique sur E. 

REMARQUE.- Les fonctions analytiques ont ete de'finies comme images 

de fonetions analytiques partlculleres (les fonctions borellennes 

elementalres) par des noyaux capacitaires regu!lers particu!iers 

(les projections). Le th6orSme precedent, qui est en quelque sorte 

un prolongement de la deflnltlon, montre que les noyaux capacitaires 

regulzers - stables par composition - forment une classe naturelle 

de morphismes pour une cat~gorie dont nous laissons au lecteur 

W . . ° le~soin de la deflnlt±on. 
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3.- PROJECTIONS CAPACITAIRES 

On rencontre malheureusement, d'une mani~re naturelle, des ~tres 

• / 

un peu plus eompllques que les noyaux capacitaires. En voici 

um exemple simple : pour tout t> 0 et route fen(E), posons 

Pt f = l{f>t ]et Qt f = l{f~t ]. Pour t fix~, Pt (resp Qt) satisfait 

les conditions a) et b) (resp a), c) et d)) du n.l, mais pas 

les conditions c) et d) (resp b)). Cependant, en faisant varier t, 

on obtient un Ps (resp Qs ) comme limite ~ droite (resp ~ gauche) 

des Qt (resp Pt). Dams la d@finition g$n@rale suivante, 1~ous avons 

omis les arguments "(y,f)"; nous continuerons ale faire par la suit~ 

t 

14 DEFINITION.- Une projection capacitaire de E dams F est une famille 

de couples (Pt,Qt) d__ee ~(E) dams @(F), index~e par un intervalle 

ouvert de ~R, satisfaisant les conditions suivantes 

a) s_~i f~ g, alors Pt f~Pt g e_~t Qt f~Qt g pour tout t 

b) s_~i (fn) est une suite croissante, on a, pour tout t 

Pt(sup fm) = sup Ptfn 

c) __si (gn) est une suite d6croissante de fonctions s.c.s., on a, 

~our tout t, Qt(inf gn) = imf Qtg n 

d) s_~i g est s.c.s., la fonction Qt g est analytique pour tout t 

(si elle est encore s.c.s., la projection capacitaire est r@guli@re) 

e) les applications t ~ Pt e t t ~ Qt sont monotones decrolssantes 

et i' on a, pour tout t, P t = ~j~t t) Qs Qt = ~im~s~ Ps 

Nous allons donner maintenant quelques exemples de projections 

capacitaires : ils seront intimement lies ~ certains noyaux 

capacitaires. Nous verrons au chapitre VI une projection capacitaire 

qui n'est pas li~e "naturellement" ~ un noyau. 
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15 EXEMPLES.- i) Tout noyau capacitaire, consid@r~ comme application 

constante en "t", est evmdemment une projection capacitaire. 

2) Soit U un noyau capacitaire de E dans F, et posons, pour tout t~0 

et toute f~@(E), Pt f = l[y : U(y,f)~t] Qt f = l[y :U(y,f)~t] 

La famille (Pt,Qt) ainsi d~finie est une projection capacitaire 

(regullere si U est reguller). Si on prend E = F, et U = identmte, 

on retrouve l'exemple du dSbut. 

3) Soit encore U un noyau de E dans F, et etendons U en un noyau 

" S  
(resp 0) de ExG dans FxG (resp de ExF dans F) suivant les procedes 

des n.8 et 9. Si on applique ~ ~ ou ~ U la construction de l'exemple 

J .  
precedent, on obtient une nouvelle notion de projection capacitaire 

assocmee au noyau U. Prenons, en particulier, pour U une capacitg : 

si A est analytique dans ExF, l'ensemble des yeF tels que la capacmte 

de la coupe A(y) soit superleure ~ un niveau donn~ est fourni par 

la projection capaeitaire construite ~ partir de U (d'o~ !e nom 

de "projection") 

4) Pour tout t~ 0 et toute fc~(E), posons 

Pt f = [(x,u)~Ex~ : f(x)>tu] Qt f = [(x,u)¢Ex~ : f(x)~tu] 

(pour t = i, Pt f (resp Qt f) est le sous-graphe ouvert (resp fermg) 

de f dans Ex~). La famille (Pt,Qt) ainsi d$finie est une projection 

capacitaire. !i n'est pas difficile de voir qu'il existe un noyau U 

d~fini sur les parties de Ex~, ~ valeurs dans @(E), tel que l'on 

ait U(Ptf ) = U(Qtf ) = f/t pour tout t> 0 et toute f~(E). 

16 THEOREME.- Soit (Pt,Qt) une projection capacitaire de E dans F. 

L'application Pt est alors, pour tout t, un calibre de E dans F. 
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DEMONSTRATION.- Quitte ~ remplacer Pt par (Arc tg)~P t et Qt par 

, unlformement (Arc tg)oQ t on peut supposer les Pt f et Qt f major's " ' 

en t et f par une constante. Posons, pour tout entier net tout t, 

Ut = s ds = J~ Qs ds 
• • . • n 

On v6rifie amsement que, pour net t flxes, U test un noyau capa- 

citaire de E dans F, et que, pour t fix~, Pt est ~gale ~ la limite 

croissante des n.U~. Une limite croissante de calibres ~tant encore 

un calibre, le theoreme resulte du theoreme 4. 

17 COROLLAIRE.- Soit (Pt,Qt) une projection capacitaire de E dans F. 

S_~i f est une fonction analytique sur E, alors Pt f e_~t Qtf sont, 

pour chaque t, des fonctions analytiques sur F. 

Notons enfin que l'on peut ~tendre aux projections capacitaires, 

P . P . 

de mani@re evmdente, les operatmons de composition et d'extensions 

que nous avons d6finies pour les noyaux capacitaires. On obtient 

ainsi de nouvelles projections eapacitaires, avec conservation 

de la regularit~ comme pour les noyaux. 

4.- COMPLEMENTS 

18 Les notions de noyaux capacitaires et de projections capacitaires 

s'~tendent sans difficult@ au cas des espaces paves sans topologie. 

Mais comme ce n'est pas le cas pour les calibres, il n'est pas 

~vident que les theoremes que nous avons demontr~s sont encore 

valables. Cependant, le paragraphe 2 ne faisant intervenir que 

des schemas de Souslin, les theoremes 'analytmcmte" des n.13 

et 17 sont encore vrais, ainsi que le theoreme d'existence des 

• verlfler que nos schemas de Mokobodzki. Un autre point ~ " " " est 
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proc~de% d'extensions de noyaux ou projections fournissent encore 

des noyaux ou projections• Limitons nous au cas des noyaux r6guliers. 

Soit U un noyau regulmer de (E,~) dans (F,~), i.e. une application 

de @(E) dans @(F) telle que i) pour ycF flxe, f + U(y,f) est une 

~-capaclte sur E ii) si f appartient au pavage ~, y ÷ U(y,f) 

appartient au pavage ~. Soit maintenant (G,~) un autre espace pav~ : 

nous supposerons que G est constltue d'ensembles et contient G. 

I . 
Nous deslgnerons alors par EDG (resp FDG) l'ensemble des fonctions g 

sur ExG (resp FxG) de la forme 

g = sup [(flXLl),...,(fnXLn)] 

o s  I •  
o2 nest un entier, f. un element de E et L. un element de G 

1 = l = 

pour i = l,...,n : la condition que G soit constitu~ d'ensembles 

assure que E~G et F~G sont des pavages. Prolongeons alors U en 

en posant, comme d'habitude, 

~[(y,z),f] = U(y,fz) 

o~ f est une fonction sur ExG et f deszgne la fonction x + f(x,z) 
Z 

• . I . ° 
pour z fix~. La seule chose non evzdente ~ verlf!er, pour assurer 

que ~ est un noyau, est que ~g appartiCnt ~ F~G si g appartient ~ E~G. 

Et cela r~sulte du lemme suivant (que je trouve amusant; il m'a co~t~ 

jadis une nuit blanche : je suis bien content de le caser quelquepart) 

19 THEOREME.- Soit rune application croissante d__ee @(E) dans ~(F), dont 

la restriction ~ ~ est ~ valeurs dans ~. Prolongeons r en une appli- 

cation p d_~e @(ExG) dans @(FxG) en posant, pour f~@(ExG) e_~t (y,z)~FxG 

~ [ ( y , z ) , f ]  = r ( y , f z )  

La r e s t r i c t i o n  de p ~ ~ e s t  a l o r s  ~ v a l e u r s  dans  FXG. 
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DEMONSTRATION.- Pour toute ge_E~G, il existe un plus petit entier d(g) 

(appel~ dimension de g) tel qu'il existe fieE et LieG, i = i ..... d(g) 

pour lesquels on ait g = sup [(flXLl),...,(fd(g)XLd(g))]. Nous 

allons raisonner par recurrence sur d(g). D'abord, si d(g) = i, 

on a g = flXLl , fleE, LIeG, et doric p(g) = sup [(r(fl)XLl),(r(0)xG)] 

appartient ~ FDG. Supposons de'montr~ que la restriction de p ~ l'en- 

semble des elements de EDG de dimension ,~ n soit ~ valeurs dans FDG, 

et soit geE~G de dimension n+l (nous .conseillons au lecteur de faire 

un dessin avec n = 3). Par deflnltlon, il existe f.eE et L.eG pour 
i = l ---- 

i = l,...,n+l tels que l'on ait 

g = sup [(flXLl) ,... , (fnXLn) , (fn+iXLn+l) ] 

Soit alors gi = (fixLi) pour i = i,... ,n+l et posons 

i 
g = sup (gl'''''gn) 
2 n+l g = g 

g3 : gh( [yfi]xE(~Ti>~ ~+l]), soit encore, 

g3 = sup [(flVfn+iXLlnLn+l),.°. ,(fnVfn+iXLnf~Ln+l)] 

- . g!,g2,g3 . . . .  (, On a evldemment g = sup ( ) et donc l'Inegallte ) suivante : 

p(g)~ sup [p(gl),p(g2),p(g3)]. D'autre part, on a d(gl)gn, d(g 2) = 1 

et d(g3)~ n : les fonctions p(gl), p(g2) et p(g3) appartiennent 

ainsi ~ F~G. Nous allons montrer que i'' " " " inegallte (*) est en fait 

une egallte, ce qui achevera la d~monstration. Pour zeG flxe, 

• i 2 3 
la fonction gz est egale ~ l'une des trois fonctions gz,gz,g~, et 

egale " " " " donc la fonction P(g)z' " par deflnltlOn ~ y -~ r(y,g z) est 

~gale ~ l'une des trois fonctions p(gl)z,p(g2)z,p(g3) z. D'o~ la 

conclusion. 


