CHAPITRE IV : NOYAUX CAPACITAIRES

Au premier paragraphe, on étudie, sous le nom de noyaux capacitaires,
les applications de O(E) dans {(F) ayant les propriétés fondamen-
tales des projections, et on montre que ces applications sont

des calibres. Le troisidme paragraphe est consacré 3 une extension

de ces notions. Au second, on &établit des propriétés remarquables
reliant les schémas de Souslin et les noyaux capacitaires. Enfin,

on donne dans le quatriéme des compléments dans le cas abstrait.

1.- NOYAUX CAPACITAIRES

DEFINITION. - Un noyau capacitaire de E dans F est une application U

de O(E) dans §(F) satisfaisant les conditions suivantes

a) si f€g, alors Uf 4Ug

b) si (fn) est une suite croissante, on a U(sup fn) = sup Uf

c) Ei_(gn) est une suite décroissante de fonctions s.c.s., on a
U{inf gn) = inf Ug,

d) s5i g est s.c.s., la fonction Ug est analytique.

Si, de plus, Ug est s.c.s. quand g est s.c.s., nous dirons que U est

un noyau régulier.

REMARQUES.- 1) Si D est un espace localement compact a base dénom-
brable, on suppose de plus dans c) et d) que les fonctions s.c.s.
sont & support compact. On peut alors prolonger U au compactifi€

E = DU{»} en posant Uf = +x si f(w) # O.
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2) si le noyau U n'est défini que sur les parties de E, on peut
B est finie,

le prolonger aux fonctions en posant, si Ulg = 0 et Ul
Uf = .rUl[f>t} it = -[Ul{f;t} dt et, si UlE n'est pas finie,

en combinant ce procéd€ avec un "Arc tg" .

On peut encore formuler la définition d'un noyau capacitaire de

la maniére suivante

DEFINITION. - Un noyau capacitaire de E dans F est une application U

de {(E) dans §(F) satisfaisant les conditions suivantes

a) pour tout yeF, la fonction f - U(y,f) est une capacité sur E

(od U(y,f) désigne la valeur de la fonction Uf au point y)

b) pour toute fonction s.c.s. g sur E, la fonction y > U(y,s)

{

est analytique sur F. §EP de plus, cette fonction est s.c.s.,

le noyau est dit régulier.

Nous omettrons ddsormais 1l'adjectif "capacitaire" lorsqu'il n'y

aura pas d'ambiguite possible.

EXEMPIES.- 1) Une capacite est un noyau régulier a valeurs dans
les fonctions constantes
2) Soit h une fonction monotone croissante et continue SU.I”.[R.+

ltapplication qui & feD(E) associe hofed(E) est un noyau régulier
3) Une projection est un noyau régulier

4) Plus généralement, soit a une application continue de E dans F.
Ltapplication "image directe" A -+ a(A) est un noyau régulier

(que 1l'on peut prolonger aux fonctions par le procddd indiqué ci-
dessus : si a est une projection, on retrouve notre définition

de la projection d'une fonction). Et 1'application "image réciproque"
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A - a_l(A) est dgalement un noyau régulier. Si 1'application a est

. . 4 .
seulement boréllenne, on obtient encore des noyaux, non reguliers.

5) Soient ExF un produit, et G une partie compacte de ExF.
L'application qui & une partie A de E associe la projection
de GN (AxF) sur F est un noyau régulier (que nous avons déja vu

au n.20-5) du chapitre II)

6) Soient L] et Ts les projections de ExE sur E. Les applications
suivantes sont des noyaux réguliers de ExE dans E
i) £ > sup (Trlf,vgf) ii) £ - inf (Wlf,vgf) iii) £ - Ty T, T

iv) £ - LEE SR (si £ est un produit tensoriel (fleg), on retrouve,
"4 peu prés", le sup, 1'inf, la somme et le produit de £, et fg).

Enfin, l'application £ > (7, fxw f) est un noyau de ExE dans ExE.

Lb
7) Soit U un noyau (positif) au sens de la théorie de la mesure,
i.e. une application de O(E) dans Q(F) telle que

i) pour tout yeF, l'application f - U(y,f) est 1'intdégrale supéri-
eure associde & une mesure sur E

ii) pour toute fonction bordlienne f sur E, la fonction y = U(y,f)
est borélienne sur F

Alors U est un noyau capacitaire, régulier s'il est fellerien

(i.e. si Uf est une fonction continue lorsque f est continue).

8) Soit E un ensemble convexe compact dans un espace vectoriel
localement convexe et métrisable. Une fonction f sur E est dite
concave si, pour tout xeE et toute mesure N sur E de barycentre x,
on a j&‘d}xsffx). On peut montrer que 1l'application qui & une
fonction f sur E associe la plus petite fonction concave Uf qui la

majore, est un noyau régulier (cet exemple, emprunté i MOKOBODZKI [ ],

est relié au théoréme de reprdsentation intégrale de Choquet).
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4  THEORBME. - Tout noyau capacitaire est un calibre.

DEMONSTRATION. - Soit U un noyau de E dans F : nous supposerons U

défini seulement sur les parties de E, puisque nous nous sommes

limités & ce cas pour les calibres, mais ce n'est pas une restric-

tion sérieuse. Le noyau U vérifie la condition a) du n.7 du

chapitre ITI; il vérifie aussi b) d'aprds le théordme de Choquet.

Vérifions enfin c). D&signons par d une distance sur K(E) compatible

avec sa topologie, et par (Ln) une suite de compacts de E telle

que les L; forment une base d'ouverts de E stable pour (Uf)

tout compact de E est la limite (au sens ensembliste et au sens

de la topologie de K(E)) d'une sous-suite décroissante de (Ln).

Posons alors, pour tout entier m, tout yeF et tout Keg(E),

Um(y,K) = sup U(y,Ln), Ln inclus dans la boule de centre K et de

rayon 1/m de K(E). Pour m fixé, 1l'application (y,K) - Um(y,K) est

analytique : en effet, pour tout t20, on a
U,(7,K)>t & In da(L,K)L1l/m et U(y

et donec {(y,K) : Um(y,K)> t} est [P(GPA)], =

)>t

sLy
A. Pour achever

la démonstration, il suffit de montrer que U(y,K) = lim Um(y,K)
pour tout yeF et tout Keg(E). Et cela résulte aisément de la conti-
nuite & droite de la fonction K - U(y,K), pour y fixd, et du fait

que tout KeK(E) est la limite d'une sous-suite décroissante de (Ln).
Etant donné le théoréme 9 du chapitre III, on a alors

5 COROLLAIRE. - Soit U un noyau capacitaire de E dans F. Si f est

analytique sur E, alors Uf est analytique sur F.

Nous verrons une autre démonstration de ce rdsultat au paragraphe

suivant.
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Nous avons d€fini les noyaux sur les fonctions (et non seulement
sur les ensembles, comme pour les calibres), pour avoir la possi-
bilit€ de composer des noyaux. Le théordme suivant est trivial;

il est néanmoins important

THEOREME. - Soient U un noyau capacitaire rdgulier de E dans F

et V un noyau capacitaire de F dans G. L'application composée VeU

est alors un noyau capacitaire de E dans G, régulier si V 1'est.

REMARQUE. - Si le noyau V est tel que V(inf fn) = inf V(fn)

pour toute suite décroissante de fonctions analytiques bornées

(ce qui est le cas, par exemple, si V est un noyau au sens de la
théorie de la mesure), alors VeU est encore un noyau méme si U n'est

pas régulier, du moment que UlE est bornée.

COROLLAIRE. - Soit U un noyau capacitaire de E dans F. Si f est

universellement capacitable sur E, alors Uf est universellement

mesurable sur F, et universellement capacitable si U est régulier.

DEMONSTRATION. - Quitte & remplacer U par (Arc tg)eU , on peut
supposer UlE bornde. Alors, si N\ est une mesure sur F (resp une
capacitd, si U est rdgulier), reU est une capacitd sur E. On a
done AUF] = sup »Ugl, g s.c.s., g& . Mais Ug est analytique
pour g s.c.s., et donc universellement mesurable (resp universel-
lement capacitable), et donec A»Uf] = sup »(h), h s.c.s., hgUf.

I1 est alors clair que Uf est »-mesurable (resp A-capacitable).

REMARQUE. - Pour apprécier ce résultat, il faut se souvenir gque
les ensembles universellement mesurables ne sont pas stables en
général pour les images directes par des applications continues.

Ainsi, si l'on renforce les axiomes habituels de la théorie des
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ensembles en ajoutant llaxiome de "constructibilité” de Goedel,
il existe une fonction de [0,1] dans [0,1], dont le graphe

est le complédmentaire d'un ensemble analytique dans [0,1]x[0,1]
(et donc universellement mesurable), telle que 1ltimage de [0,1]
par cette fonction (soit encore, la projection de son graphe sur

le second facteur) ne soit pas mesurable pour la mesure de Lebesgue.

. /
Enfin, on peut etendre des noyaux comme nous avons étendu les

calibres

THEOREME. - Soient G un espace et U un noyau capacitaire de E dans F.

Posons, pour toute fonction f sur ExG et tout (y,z)eFxG,

ﬁ[(y’z) :f] = U(.V’fz)

ol f, désigne la fonction x - f(x,z). L'application U de O(ExG) dans

O(FxG) ainsi définie est un noyau capacitaire de ExG dans FxG,

régulier si U est régulier.

DEMONSTRATION. - I1 est clair que, pour (v,z) fix€, la fonction

f > U[(y,z),f] est une capacité sur ExG. Il reste a vérifier que,
pour g s.c.s.sur ExG, la fonction (y,z) = U[(y,z).gl est analytique,
et s.c.s. 81 U est régulier. Mais c'est ce gue nous avons fait

au n.1l0 du chapitre III.

COROLLAIRE. - Soit U un noyau capacitaire de E dans F. Posons,

pour toute fonction f sur ExF et tout yeF,

U(y,f) = U(y,fy)

L'application U ainsi définie est un noyau capacitaire de ExF

dans F, régulier si U est rdgulier.

Voici une application & un exemple (que l'on peut traiter plus

simplement) : soit d une distance sur E compatible avec sa topologie.
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e_d<x’A) : U est un

Posons, pour toute partie A de E, U(x,A) =
noyau régulier de E dans E (l'exponentielle servant & inverser

les propriétés de monotonie de d). Donc, si A est analytique dans
ExF, la fonction (x,y) =~ e-d<X’A(y)) est analytique, et l'ensemble
{(x,y) : a(x,A(y)) £t} est analytique pour tout t» 0 : pour t = O,

on retrouve le fait que ltadhérence fine d'une partie analytique

de ExF est analytique (c¢f le n.17-1) du chapitre I).

©._ SCHEMAS DE MOKOBODZKI

D'abord, quelques rappels sur les schémas de Souslin. Nous désignons
par S (resp £) l'ensemble des suites finies (resp infinies) d'entiers
Si s est un élément de S et t un élément de S ou de £, la notation
"s £t" signifie que t commence par s, et tl’tz"" d€signent les
termes succéssifs de la suite t. Un schéma de Souslin sur un
ensemble { de fonctions sur E est une application s = £, de S dans )
telle que £ 3 f, pour s<t, et on appelle noyau du schéma s~ £,
la fonction f = sup ( inf f ). Nous avons vu au chapitre I que

ges s<&ao S
toute fonction analytique est le noyau d'un schéma sur 1l'ensemble

des fonctions s.c.s. et que tout noyau d'un schéma sur 1'ensemble
a y

des fonctions analytiques est encore une fonction analytique.

DEFINITION. - Un schéma de Souslin s - f, sur 1'ensemble des

fonctions s.c.s. est appeld un schéma de Mokobodzki si l'on a,

pour tout noyau capacitaire U de & dans un espace F,

U[ su inf £ )] = su inf Uf )
a'epz_ <s<<r' 5 o-epz—_ <S<cr 5

L'application s = UfS est un schéma de Souslin sur 1'ensemble

des fonctions analytiques sur F, que nous appellerons image du
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schéma s » f, par le noyau U.

Nous allons montrer que toute fonction analytique est le noyau
d'un schéma de Mokobodzki. Nous établirons d'abord la proposition

facile, mais importante, suivante

THEOREME. ~ L'imsge d'un schéma de Mokobodzki par un noyau capacitaire

régulier est encore un schéma de Mokobodzki.

DﬁMONSTRATION.- Soient s > fs un schéma de Mokobodzki, U un noyau
régulier de E dans F et V un noyau de F dans G. Comme W = VoU est
un noyau de E dans G, on a
su; inf W = VeU su inf £ =V su inf UT
D <S<q- s) e[a_epz( )] [ p S)]

ce s v 8 TCey S<T
I1 est alors clair que s > UfS est un schéma de Mokobodzki.

THﬁORﬁME.- Toute fonction analytique est le noyau d'un schéma,

de Mokobodzki.

DﬁMONSTRATION.- Toute projection dtant un noyau capacitaire régulier,
il suffit de démontrer, d'aprés le théordme précddent, que toute
fonction borélienne élémentaire est le noyau d'un schéma de
Mokobodzki. Soit f une fonction borélienne élémentaire sur E

il existe une suite décroissante (fm), et pour chaque entier m,

une suite croissante (fﬁ) de fonctions s.c.s. telle que l'on ait
f=inf " et £ = sup fg. Nous allons reprendre le schéma de

Souslin du paragraphe 3 du chapitre I, et montrer que c'est un

schéma de Mokobodzki. Posons, pour toute suite finie s = Sl”"’sk s
_ s 1 2 k . s . P
fs = inf (fsl’fSQ’ ey fsk) ltapplication s > fs est un schena

-~

de Souslin sur les fonctions s.c.s., de noyau égal & f. Soit
maintenant U un noyau capacitaire de E dans F, et désignons par g

le noyau du schéma image s > UfS : nous allons montrer que g = UT.
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D'abord, on a gglh?: en effet, pour tout ceX, U( 1nf f ) = igg_Ufs
(¢f n.l-c)) et donec = U[ supz 1nf £y ]>/ supZU( 12f f)=g
puisque U est croissant (cf n.l—a)). Il nous reste & montrer

gue g2 Uf. Pour yeF fixd, la fonction Iy(.) = U(y,.) est une capacité
sur E (cf n.2-a)) : reprenons alors la démonstration du théoreme

de Sion (cf n.4 du chapitre II). Pour t) O rix€ tel que Iy(f)) t,

11 existe 0eX telle que l'on ait, pour tout entier k,

. 1 2 k
L[ inf (£5 .25 5 -+ ,fok)]>t
Par conséquent, on a
g(y)> ing Uly,fg) = Uly, inf £) = I( slgg_fs)zt

I1 est alors clair quelton a g(y);, (y,f), d'ol la conclusion.

REMARQUE. - Pour démontrer 1'indgalite g&£ Uf, nous n'avons utilise’
que les propriétés a) et c¢) du n.l. En examinant de plus prés
la fin de la de'monstration, on peut voir que 1'inégalitée g2 Uf est

conséquence des seules propriétds a) et b) du n.1.
. . . Id ~
Nous obtenons ainsi une nouvelle ddmonstration du théoréme 5

COROLLAIRE. - Soit U un noyau capacitaire de E dans F. S1 f est une

fonction analytique sur E, alors Uf est analytique sur F.

REMARQUE. - Les fonctions analytiques ont ét€ définies comme images
de fonctions analytiques particuliéres (les fonctions boréliennes
é1lénentaires) par des noyaux capacitaires réguliers particuliers
(les projections). Le théordme précddent, qui est en quelgue sorte
un prolongement de la définition, montre que les noyaux capaciltaires
réguliers - stables par composition - forment une ciasse naturelle
de morphismes pour une catdgorie dont nous laissons au lecteur

levsoin de 1la aéfinition.
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3. - PROJECTIONS CAPACITAIRES

On rencontre malheureusement, d'une manidre naturelle, des €tres

un peu plus compliqués que les noyaux capacitaires. En voici

un exemple simple : pour tout t) O et toute fe@(E), posons

P.f = l{f)t] et Q. f = l{f;t}' Pour t fixe, P, (resp Qt) satisfait

les conditions a) et b) (resp a), c) et d)) du n.1l, mais pas

les conditions c) et d) (resp b)). Cependant, en faisant varier t,
N

on obtient un P_ (resp Qs) comme limite 3 droite (resp & gauche)

des Qt (resp P Dans la définition générale suivante, nous avons

t>'
omis les arguments "(y,f)"; nous continuerons a le faire par la suite

DEFINITION. - Une projection capacitaire de E dans F est une famille

de couples (Pt’Qt) de O(E) dans §(F), indexée par un intervalle

ouvert de TR, satisfaisant les conditions suivantes

a) si f¢ g, alors P, f¢P.g et Qf¢Q.g pour tout t

b) si (fn) est une suite croissante, on a, pour tout t

P, (sup fn) = sup P, T

¢) si (gn) est une suite décroissante de fonctions s.c.s., on a,

pour tout t, Qt(inf gn) = inf thn

d) g8l g est s.c.s., la fonction th est analytique pour tout t

(si elle est encore s.c.s., la projection capacitaire est réguliére)

e) les applications t = P

. et t > Q_ sont monotones décroissantes

et 1'on a, pour tout t, Pt = &Egg;Qs Qt = gégg:Ps
s) 54

Nous allons donner maintenant quelques exemples de projections
capacitaires : ils seront intimement 1iés a certains noyaux
capacitaires. Nous verrons au chapitre VI une projection capacitaire

- « 7 -
qui n'est pas 1ife "naturellement” & un noyau.
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EXEMPLES. - 1) Tout noyau capacitaire, considéré comme application

constante en "t", est évidemment une projection capacitaire.

2) Soit U un noyau capacitaire de E dans F, et posons, pour tout t)O

et toute Tep(E), Pyf = 1ro . y(y r)y1) T = Ly s u(y, o))

La famille (Pt’Qt) ainsi définie est une projection capacitaire
(régulidre si U est régulier). Si on prend E = F, et U = identit€,

on retrouve 1l'exemple du début.

3) Soit encore U un noyau de E dans F, et étendons U en un noyau U
(resp U) de ExG dans FxG (resp de ExF dans F) suivant les procédds
des n.8 et 9. Si on applique & U ou & U la construction de 1'exemple
précédent, on obtient une nouvelle notion de projection capacitaire
associe au noyau U. Prenons, en particulier, pour U une capacite :
si A est analytique dans ExF, 1l'ensemble des yeF tels que la capacité
de la coupe A(y) soit supérieure & un niveau donné est fourni par

la projection capacitaire construite 3 partir de U (4tol le nom

de "projection")

4) Pour tout tD» O et toute fed(E), posons

P f = {(x,u)eExT] : £(x)Dtu} Qf = ((x,u)eEx TR : £(x)Pptu)
(pour t = 1, P.f (resp Qtf) est le sous-graphe ouvert (resp ferme)
de f dans ExTR). La famille (Pt,Qt) ainsi définie est une projection
capacitaire. I1 n'est pas difficile de voir qu'il existe un noyau U
défini sur les parties de Ex TR, 3 valeurs dans Q(E), tel que 1l'on

ait U(P,f) = U(Q.f) = £/t pour tout t» O et toute fed(E).

THEOREME. - Soit (Pt’Qt) une projection capacitaire de E dans F.

L'application Pt est alors, pour tout t, un calibre de E dans F.
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DﬁMONSTRATION.- Quitte a3 remplacer P, par (Arc tg)oPt et Qt par

t
(Arc tg)oQt, on peut supposer les Ptf et Qtf majorés uniformément

en t et £ par une constante. Posons, pour tout entier n et tout t,

0 te Yy e Yy
Ut=jéPSds =Jerds
On vérifie aisément que, pour n et t fixes, U? est un noyau capa-
citaire de E dans ¥, et que, pour t fixé, Pt est égale 3 la limite
croissante des n.U?. Une limite croissante de calibres étant encore

un calibre, le théoreme resulte du théoreme 4.

COROLLATIRE. - Soit (Pt,Qt) une projection capacitaire de E dans F.

Si f est une fonction analytique sur E, alors Ptf et Qtf sont,

pour chaque t, des fonctions analytiques sur F.

Notons enfin que 1l'on peut étendre aux projections capacitaires,
de maniere évidente, les opéiations de composition et d'extensions
gue nous avons définies pour les noyaux capacitaires. On obtient
ainsi de nouvelles projections capacitalres, avec conservation

de la regularité comme pour les noyaux-

4, - COMPLEMENTS

Les notions de noyaux capacitaires et de projections capacitaires
stétendent sans difficulte au cas des espaces pavés sans topologie.
Mais comme ce n'est pas le cas pour les calibres, il n'est pas
évident que les théorémes que nous avons demontrés sont encore
valables. Cependant, le paragraphe 2 ne faisant intervenir que

des schémas de Souslin, les théordmes "d'analyticité! des n.13

et 17 sont encore vrais, ainsi que le théordme d'existence des

schémas de Mokobodzki. Un autre point a vérifier est que nos
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proc€des d'extensions de noyaux ou projections fournissent encore
des noyaux ou projections. Limitons nous au cag des noyaux réguliers.
Soit U un noyau régulier de (E,E) dans (F,E), i.e. une application
de O(E) dans §(F) telle que i) pour yeF fixé, f - U(y,f) est une
g—capacité sur E ii) si f appartient au pavage E, vy~ U(y,f)
appartient au pavage g. Soit maintenant (G,g) un autre espace pavé :
nous supposerons que G est constitu€ d'ensembles et contient G.
Nous désignerons alors par EKG (resp EEQ) 1t'ensemble des fonctions g
sur ExG (resp FxG) de la forme

g = sup [(flel),...,(fnan)]
ol n est un entier, £, un é1lément de Eet L, un élément de G
pour 1 = 1,...,n : la condition que g soit constitud d'ensembles
assure que ERG et FRG sont des pavages. Prolongeons alors U en i}
en posant, comme d'habitude,

Ul(y,z),f] = U(y.f,)
ol f est une fonction sur ExG et fz désigne la fonction x » f(x,z)
pour z fixé. La seule chose non &vidente 2 Vérifier, pour assurer
que U est un noyau, est que Ug appartient & FRG si g appartient & EXG.
Et cela résulte du lemme suivant (que je trouve amusant; il m'a colite

jadis une nuit blanche : je suis bien content de le caser quelquepart)

L4 \ ’
THEOREME. - Soit r une application croissante de ¢(E) dans §(F), dont

la restriction 4 E est 4 valeurs dans F. Prolongeons r en une appli-

cation p de O(ExG) dans §(FxG) en posant, pour fe{(ExG) et (y,z)eFxG

P[(Y,Z) ,£] = I‘(y,fz)

La restriction de p é ERG est alors a valeurs dans FXG.
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/
DEMONSTRATION. - Pour toute geERG, 11 existe un plus petit entier d(g)
(appeld dimension de g) tel qu'il existe £ eE et L;eG, 1 = 1,...,d(g)

pour lesquels on ait g = sup [(f,xL )""’(fd(g)XL }]. Nous

1% a(g)
allons raisonner par récurrence sur d(g). Dtabord, si d(g) = 1,

on a g = fixL; , feE, LieG, et donc p(g) = sup [(r(fl)xLl),(r(O)xG)]

1 1
appartient 3 FRG. Supposons démontré que la restriction de p a l'en-
semble des &1&ments de ERG de dimension £ n soit & valeurs dans FRG,
et solt geERG de dimension ntl (nous .conseillons au lecteur de faire
un dessin avec n = 3). Par définition, il existe fieg et Lieg pour

i=1,...,n+1 tels que 1l'on ait

g = sup [(flel),...,(fnan),(fn+len+l)]

Soit alors g, = (fiXLi) pour i = 1,...,ntl et posons
gl = sup ( )
= sup (gy,--.,8,
2 1l
g =g
Ep Ve, 1x[(UL)ATL 1), soit
€3 = g/\([\/ s 1x (EJ N +1]))» soit encore,

Ysere s (£VE X0 N L))

g sup [(fi\/f xL N L

1771 ntl
On a évidemment g = sup (gl,gg,gB) et donc l'inégalité (*) suivante
p(g)> sup [p(gl),p(gg),p(gB)]. D'autre part, on a d(gl)é n, d(gg) =1
et d(g3)£ n : les fonctions p(gl), p(gg) et p(gs) appartiennent

ainsi 3 FRG. Nous allons montrer que l'inégalité (¥) est en fait

une €galitd, ce qui ach®vera la démonstration. Pour zeG fixé,

la fonction g, est égale a4 l'une des trois fonctions gi,gi,gg, et
donc la fonction p(g)z, dgale par définition a y = r(y,gz), est

dgale 3 l'une des trois fonctions p(gl)z,p(ge)z,p(g3)z. Dtol la

conclusion.



